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확률과통계
통계학

• 불확실한상황하에서데이터에근거하여과학적인의사결정을도출하기위한이론과방법의체계
• 모집단으로부터수집된데이터(sample)를기반으로모집단의특성을추론하는것을목표로한다.

Figure 1: 통계적의사결정과정

확률
• 고전적의미: 표본공간에서특정사건이차지하는비율
• 통계적의미: 특정사건이발생하는상대도수의극한

– 각원소의발생가능성이동일하지않아도무한한반복을통해수렴하는값을구할수있다.

확률분포정의단계
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• Experiment(확률실험): 동일한조건에서독립적으로반복할수있는실험이나관측
• Sample space(표본공간): 모든 simple event의집합
• Event(사건): 실험에서발생하는결과 (부분집합)
• Simple event(단순사건): 원소가하나인사건
• 확률변수: 확률실험의결과를수치로나타낸변수

확률분포

이산확률분포
이산표본공간,연속표본공간에서정의가능포

• 베르누이시행: 각시행은서로독립적이고,실패와성공두가지결과만존재.
– 단모집단의크기가충분히크고,표본(시행)의크기가충분히작다면비복원추출에서도유효
– 평균: p
– 분산: p(1‑p)

• 이항분포: n번의독립적인베르누이시행을수행하여성공횟수를측정
– X ~ B(n, p), 𝑓(𝑥) = (𝑛

𝑥)𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑛−𝑥

– 평균: np
– 분산: np(1‑p)
– n이매우크고, p가매우작을때,포아송분포로근사할수있다. (λ = np)

• 음이항분포
– 정의: n번의독립적인베르누이시행을수행하여 k번성공하고, r번실패한경우 (n = k + r)

1. r번의실패가나오기전까지,성공한횟수 x

* X ~ NB(r, p), 𝑓(𝑥) = (𝑥+𝑟−1
𝑥 )𝑝𝑥(1 − 𝑝)𝑟

* 평균: 𝑟𝑝
1−𝑝

* 분산: 𝑟𝑝
(1−𝑝)2

2. r번의실패가나오기전까지,시행한횟수 x

* 4번에서성공을실패로바꿈
3. k번의성공이나오기전까지,실패한횟수 x

* 1번에서실패를성공으로바꿈
4. k번의성공이나오기전까지,시행한횟수 x

* 𝑓(𝑥) = (𝑥−1
𝑘−1)𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑥−𝑘

* k가 1일때기하분포와동일
5. n번의시행횟수에서, k번성공또는 r번실패한경우: 이항분포

• 기하분포:
– 정의:

1. 성공확률이p인베르누이시행에서첫성공까지의시행횟수

* X ~ G(p), 𝑓(𝑥) = (1 − 𝑝)𝑥−1𝑝, 𝑥 = 1, 2, 3, ...
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* 평균: 1
𝑝

* 분산: 1−𝑝
𝑝2

2. 성공확률이p인베르누이시행에서첫성공까지의실패횟수

* X ~ G(p), 𝑓(𝑥) = (1 − 𝑝)𝑥𝑝, 𝑥 = 0, 1, 2, ...
* 평균: 1−𝑝

𝑝

* 분산: 1−𝑝
𝑝2

– 비기억특성: 𝑃(𝑋 > 𝑛 + 𝑘|𝑋 > 𝑛) = 𝑃(𝑋 > 𝑘)
• 초기하분포: 베르누이시행이아닌시행에서성공하는횟수

– X ~ H(n, N, k), 𝑓(𝑥) = (𝐾
𝑥)(𝑁−𝐾

𝑛−𝑥 )
(𝑁

𝑛)
– 평균: 𝑛𝐾

𝑁
– 분산: 𝑛𝐾(𝑁−𝐾)(𝑁−𝑛)

𝑁2(𝑁−1)
• 포아송 분포: 임의의 기간동안 어떤 사건이 간헐적으로 발생할 때, 동일한 길이의 기간동안 실제
사건이발생하는횟수

– X ~ Poisson(λ), 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝜆𝜆𝑥
𝑥! , 𝜆 > 0

– 평균: λ
– 분산: λ

연속확률분포
연속표본공간에서정의가능

• 균일분포
– 𝑓(𝑥) = 1

𝑏−𝑎 , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏
– 평균: 𝑎+𝑏

2
– 분산: (𝑏−𝑎)2

12
• 정규분포

– 𝑋 + 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇1 + 𝜇2, 𝜎2
1 + 𝜎2

2)
– 선형변환: 𝑌 = 𝑎𝑋 + 𝑏 ∼ 𝑁(𝑎𝜇 + 𝑏, 𝑎2𝜎2)

• t 분포
– 자유도가커질수록표준정규분포에근사함.
– 𝑍

√𝑉 /𝑛 ∼ 𝑡(𝑛), Z: 표준정규분포, V: 자유도가n인카이제곱분포
• f 분포

– 𝐹 = 𝑋1/𝜈1
𝑋2/𝜈2

,𝑋1 ∼ 𝜒2(𝜈1),𝑋2 ∼ 𝜒2(𝜈2), X1과 X2는서로독립
• 감마분포

– α: 분포의형태결정, θ: 분포의크기결정
– 평균: αθ
– 분산: αθ²
– 카이제곱분포: α = v/2, θ = 2 인감마분포

* 𝑍𝑖 ∼ 𝑁(0, 1)일때,𝑍2
1 + 𝑍2

2 + ... + 𝑍2
𝑛 ∼ 𝜒2(𝑛)

3



* 𝑋𝑖가 서로 독립이고, 자유도가 𝜈𝑖인 카이제곱분포를 따른다면, 𝑋1 + 𝑋2 + ... +
𝑋𝑛 ∼ 𝑥2(𝜈1 + 𝜈2 + ... + 𝜈𝑛)

* 자유도가커질수록기댓값을중심으로모이고,대칭에가까워진다.
– 지수분포: α = 1, θ = 1/λ 인감마분포

* 𝑋 𝐸𝑥𝑝(𝜆 = 1
𝜃), f(x) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥, 𝑥 > 0

* θ: 평균사건발생간격, λ: 단위시간당사건발생횟수

* 포아송분포에서사건발생간격의분포

* ∑𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖 ∼ Γ(𝑛, 𝜃), 𝜃 = 1/𝜆

* 비기억특성을가진다: 𝑝(𝑋 > 𝑠 + 𝑡|𝑋 > 𝑠) = 𝑝(𝑋 > 𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡

* 독립적으로 동일한 지수분포를 따르는 확률변수 n개의 합은 𝛼 = 𝑛, 𝜃 = 1
𝜆인

감마분포를따른다.

다변량분포
• 다항분포: n번의독립적인베르누이시행을수행하여 k개의범주로분류

– X ~ M(n, p1, p2, ⋯, pk), 𝑓(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑘) = 𝑛!
𝑥1!𝑥2!...𝑥𝑘!𝑝

𝑥1
1 𝑝𝑥2

2 ...𝑝𝑥𝑘
𝑘

– 평균: [𝑛𝑝1, 𝑛𝑝2, ..., 𝑛𝑝𝑘]
– 분산: [𝑛𝑝1(1 − 𝑝1), 𝑛𝑝2(1 − 𝑝2), ..., 𝑛𝑝𝑘(1 − 𝑝𝑘)]
– 공분산: −𝑛𝑝𝑖𝑝𝑗(𝑖 ≠ 𝑗)
– 독립인변수의갯수는 k‑1개 (k개의사건)

샘플링

분포의동질성검정
• 연속형

– 이표본검정: 콜모고로프‑스미르노프검정사용
– 일표본검정:

* 정규분포,지수분포: 앤더슨‑달링검정사용

* 그외: 몬테카를로방법사용
• 이산형

– 이표본: 카이제곱독립성검정
– 일표본: 카이제곱동질성검정

표본의분포
• 샘플링에 따라 통계량이 다른 값을 가질 수 있다. 따라서 통계량의 분포를 이용한 통계적 추론이
가능하다.

• 통계량: 표본의특성을나타내는값
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• 추정량: 아래의조건을만족하는통계량

– 불편성: 추정량의기대값이추정하려는모수와같아야한다.
– 효율성: 분산이작아야한다. 표본의갯수가많아질수록분산이작아져야한다.

표본평균의분포
• 모집단의 분포와 관계없이, 모집단의 평균이 μ이고, 분산이 𝜎2이면, 𝑋̄의 평균은 μ이고, 분산은

𝜎2/𝑛인정규분포를따른다.
– 단모집단의분포에따라표본의크기가충분히커야함. (중심극한정리1)

• 만약 모집단의 분산을 모를 경우, σ를 s로 대체하여, t분포를 따르는 표본 평균의 분포를 구할 수
있다.

– 단이때는모집단이정규분포를따라야한다.

표본분산의분포

• 정규모집단으로부터나온표본의분산S에대하여, (𝑛−1)𝑆2

𝜎2 은자유도가n‑1인카이제곱분포를
따른다.

– 모집단이정규분포를따르지않을경우,비모수적인방법을사용해야한다.
• 두정규모집단으로부터계산되는표본분산의비율은 f‑분포를따른다.

추정
• 통계적추론: 모집단에서추출된표본의통계량으로부터모수를추론하는것

– 추정

* 점추정

* 구간추정
– 가설검정

점추정
• 불편성

– 𝐸( ̂𝜃) = 𝜃
– bias =𝐸( ̂𝜃) − 𝜃

* 보통 sample size가커질수록bias는 0에수렴
– 𝑋̄, 𝑋𝑛은μ의불편추정량이다.

• 최소분산
– 𝑉 𝑎𝑟(𝑋̄)가 𝑉 𝑎𝑟(𝑋𝑛)보다분산이작아서더좋은추정량

1 모집단의분포와상관없이, 표본의평균은정규분포에수렴한다는정리. 이항분포의경우, P(X=c) ~ P(c ‑ 0.5
< X < c + 0.5)로근사가능하다는라플라스의정리를일반화한것
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– 𝑀𝑆𝐸( ̂𝜃) = 𝐸[( ̂𝜃 − 𝜃)2] = 𝑉 𝑎𝑟( ̂𝜃) + 𝑏𝑖𝑎𝑠2

* 큰오차에더큰페널티를주기위해제곱

Figure 2: 대표적인불편추정량

• 전부중심극한의정리를적용할수있다. (비율은 0과 1의평균이므로)
• 모평균,모비율의차이는서로독립이라는가정이필요하다.

구간추정
• α: 유의수준
• 1 ‑ α: 신뢰수준2

• (θ_L, θ_U) = (1 ‑ α) × 100%신뢰구간

1. (𝜃𝐿, 𝜃𝑈 ) 이충분이높은가능성으로미지의모수θ를포함해야한다
2. 구간이충분히좁아야한다

• 표준정규분포에서 0을중심으로대칭일때길이가짧다.
• 고로신뢰구간이대칭임

표본의크기결정
특정오차아래로하는표본의수구하는법

• 그냥표본오차가목표오차보다작게하는값을구하면됨.
• 모비율을모를때는일단 0.5로보수적으로놓고계산

모분산추정
• 카이제곱분포는가장짧은신뢰구간을구하기쉽지않음

– 그냥쉽게구하기위해 (𝑥2
𝛼/2, 𝑥2

1−𝛼/2)를사용

2 샘플링을 무한히 반복했을 때, 이들의 신뢰 구간 중 95%의 구간이 실제 모수를 포함한다. 즉, 구간이 확률
변수이다.
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• 모분산의신뢰구간: ( (𝑛−1)𝑠2

𝑥2
(1−𝛼)/2(𝑛−1) ,

(𝑛−1)𝑠2

𝑥2
𝛼/2(𝑛−1))

• 표본의수가적을수록,카이제곱분포의신뢰구간은더길어진다.
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분산분석
표본 개수

비모수검정 모수검정
서열척도 명목척도 등분산성o 등분산성 x

단일표본 1개 부호검정,
부호순위검정

적합성검정,
Run검정

일표본 t‑검정

대응표본
2개 부호검정,

부호순위검정
McNemar 검정 대응표본 t‑검정

K개 Friedman검정 Cochran Q검정 반복측정분산분석

독립표본
2개 순위합검정,

만위트니U검정
독립성검정,
동질성검정

독립표본 t‑검정 Welch’s t‑검정

K개 Kruskal‑Wallis 검정 일원배치분산분석 Welch’s ANOVA
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상관분석
상관계수

• 두변수간의선형적관계의강도와방향을나타내는척도

질적변수
• 스피어만상관계수: 서열척도 vs서열척도. 확률분포에대한가정필요없음.
• 켄달의타우: 서열척도 vs서열척도.

– 둘중하나가연속형이여도스피어만,켄달의타우중하나를사용.
– 샘플이적거나,이상치,동점이많은경우켄달의타우를주로사용.
– 두변수의크기는같아야함.

• 크래머 v: 명목척도 vs명목척도.
– 적어도하나의변수가 3개이상의 level을가지면사용
– 범위는 0~1. 0.2 이하면서로연관성이약하고, 0.6 이상이면서로연관성이높음.

양적변수
• 피어슨상관계수: 연속형 vs연속형

– 두변수간의선형적관계를측정
– ‑1 ~ 1 사이의값
– 0: 독립, 1: 완전한양의상관관계, ‑1: 완전한음의상관관계
– 이상치에민감

군집분석
“‘
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